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1.1 Jak korzystac z e-booka?

Ten e-book omawia szeroki zakres materiatu, obejmujacego wszystko, co niezbedne do
rozwiazywania zadan z geometrii na Olimpiadzie Matematycznej Junioréw. Do korzystania
ze zbioru nie jest potrzeba juz w punkcie wyjécia wiedza olimpijska. Zawarte w nim
materialy opieraja sie na podstawowych zagadnieniach omawianych w szkole podstawowej.
Do najwazniejszych naleza:

o twierdzenie Pitagorasa;

e nieréwno$c¢ tréjkata;

e katy naprzemianleglte, odpowiadajace, wierzchotkowe i przylegte;

e katy ostre, proste, polpelne i pelne;

e tréjkaty rownoramienne, réwnoboczne, ostrokatne i rozwartokatne;
e suma katéw w trojkacie i czworokacie;

o tréjkat 30°,60°,90°.

Na koncu obu rozdzialéw, sktadajacych sie na publikacje, znajduja sie zbiory zadan sku-
pione na omawianej tematyce, poprzedzone conajmniej jednym przyktadem rozwiazania
zadania. Zadania sa uporzadkowane wedtug poziomu trudnoéci — od najtatwiejszych do
najtrudniejszych. Nie wszystkie zadania maja spisane pelne rozwiazania (cze$¢ z nich
uwzglednia sekcja 4.2), jednak wszystkie zadania i ¢wiczenia zawieraja wskazéwki (sek-
cja 4.1).

Do wiekszosci zadan podano po kilka wskazéwek — im trudniejsze zadanie, tym wiecej
wskazéwek. Zaleca sie zapoznawanie sie z nimi w kolejnosci, w jakiej zostaly zamieszczone.
Czasami moze si¢ zdazy¢, ze dowdd korzysta z twierdzenia albo definicji wprowadzonej
w dalszej czesci ksigzki. Choé takich przypadkéw jest malo i specjalnie twierdzenia nie sa
wykorzystywane w pelni, to w tych sytuacjach najlepiej wréci¢ do tego zadania po raz
drugi po zapoznaniu sie z catoScia materiatu.

1.2 Oznakowanie i nazewnictwo
W calej ksiazce bedziemy stosowaé nastepujace oznaczenia i konwencje geometryczne:

e Trojkat oznaczamy jako AABC.

e Dtugosé boku naprzeciwko wierzchotka A oznaczamy przez a, analogicznie b = AC,
c=AB.

o Katy wewnetrzne tréjkata ABC oznaczamy przez o = L/BAC, = LZABC, v =
ZACB.

o Okrag opisany na tréjkacie ABC oznaczamy przez (ABC).



o Okrag opisany na wielokacie AjAsg ... Ay oznaczamy jako (A1As ... Ag).

Rysunek 1.1: oznakowanie trojkata

Dodatkowo:
o Odleglosé punktu P od prostej d oznaczamy przez d(P,d).

o Kat miedzy prostymi [ i k oznaczamy przez Z(l,k) i oznacza mniejszy z dwoch
katéw, ktore proste tworza.

o [A1Ay... A,)] oznacza pole wielokata A1 Ay. .. A,.

e Symbol || oznacza réwnoleglosé, a L - prostopadlosé.

o Trojkaty przystajace oznaczamy przez symbol ‘= np. AABC = ANA'B'C".
e Symbol A = B oznacza implikacje - "Jesli A to B".

e Symbol A <= B oznacza réwnowaznos¢ - "A wtedy is tylko wtedy gdy B"albo "Je-
$li A to Bijesli B to A"

o Rzutem prostokgtnym punktu P na prostg k nazywamy taki punkt P’ na prostej
k, ze zachodzi PP’ 1 k.

e Dla punktéw A, B na okregu w poprzez AB oznaczamy, jeden z tukéw wyznaczanych
na okregu w przez punkty A, B. Zwykle, ktéry z tukéw jest sprecyzowane wczesniej,
lub wynika z kontekstu.

Te oznaczenia bedg uzywane we wszystkich twierdzeniach, ¢wiczeniach i zadaniach
w dalszych rozdziatach.



2 Podstawowe narzedzia

W tym rozdziale zebrane zostaly podstawowe techniki i obserwacje, z ktérych bedziemy
korzysta¢ w dalszej czesci ksigzki. Sa to narzedzia proste, ale bardzo uniwersalne —
w praktyce wystarczaja do rozwigzania wigkszosci zadan geometrycznych. W kolejnych
podrozdziatach pojawia si¢ m.in. zaleznosci katowe, wlasnosci tréjkatow przystajacych,
klasyczne konfiguracje w trojkacie oraz podstawowe fakty zwigzane z okregami.

Nie jest to rozdzial wprowadzajacy do tematu od zera. Zakladana jest znajomos$é¢ podsta-
wowych pojeé i twierdzen, a celem tej czesci jest raczej ich uporzadkowanie i przypomnienie
w formie uzytecznej przy rozwiazywaniu zadan.

Do opisanych tu narzedzi bedziemy regularnie wraca¢ w kolejnym rozdziale i w zadaniach
olimpijskich. Warto wiec traktowaé ten fragment jako punkt odniesienia — zestaw faktow
i technik, ktére warto mieé ,,pod reka” podczas rozwigzywania zadan.

2.1 Katy - twdj najwiekszy sprzymierzeniec

Katy sa jednym z najczesciej wykorzystywanych narzedzi w geometrii i w bardzo wielu
zadaniach to wlaénie od ich analizy zaczynamy rozwiazanie. Proste obserwacje katowe
pozwalaja szybko rozpoznaé trojkaty przystajace, rownoramienne a takze zidentyfikowaé
istotne zaleznosci w bardziej zlozonych konfiguracjach.

Fakt 2.1.1 (Suma katéw w trojkacie). Katy w tréjkacie sumuja sie do 180°.
Fakt 2.1.2 (Suma katéw w czworokacie). Katy w czworokacie sumuja sie do 360°.

Te fakty nie powinny byé¢ niczym nowym, poniewaz sg najczesciej wykorzystywanymi
wlasciwosciami w liczeniu katéw. Tak samo korzystaé bedziemy sporo z katow wierzchot-
kowych, naprzemianlegtych itp. Mozemy od razu przejs¢ do bardziej zaawansowanych
wlasnosci.

Definicja 2.1.3. Kat srodkowy to kat, ktérego wierzcholek znajduje sie w $rodku
okregu, a ramiona przechodza przez dwa punkty tego okregu.

Definicja 2.1.4. Kat wpisany to kat, ktérego wierzchotek lezy na okregu, a ramiona
przecinaja okrag w dwoéch réznych punktach.

Fakt 2.1.5 (Wlasno$¢ kata srodkowego i wpisanego). Kat wpisany oparty na tym samym
tuku co kat srodkowy ma miare dwa razy mniejsza od kata srodkowego.

Dowdd. Niech O bedzie érodkiem okregu, a A, B, C' punktami na okregu takimi, ze ZAC'B =
a. Rozpatrzmy trzy przypadki:

1. Punkt C lezy na zewnatrz kata AOB i punkt O lezy wewnatrz kata AC'B. Wtedy
trojkaty OAC i OBC sa réwnoramienne, poniewaz OA = OC = OB = R.

LOAC + £0BC = LACO + LOCB = «a.
Ponadto suma katéw w trojkacie ABC wynosi 180°, wiec

ZOAC + L0OBC + ZOBA+ ZOAB + « = 180°.



Upraszczajac,
200 + 180° — LAOB = 180°.

Po przeksztalceniu otrzymujemy ZAOB = 2a.

2. Punkt C lezy na zewnatrz kata AOB oraz punkt O lezy na zewnatrz kata ACB.
Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze punkty B i O lezg po przeciwnej stronie prostej
AC. Analogicznie, AOAC i AOBC sa réwnoramienne, wiec

LOAB = LOAC + LCAB = ZCAB + ZOCA
=/CAB+ £0CB — LZACB = ZCAB + ZOBC — «
=/CAB+ ZCBA - ZOBA — o = 180° — 2ae — ZOBA.

A wiec,
/AOB = 180° — ZOAB — ZOBA = 2a.

3. Punkt C lezy wewnatrz kata AOB. Rachunki sa analogiczne.

Zatem zawsze LACB = %AAOB. O

Cwiczenie 2.1.6. Dokoficzy¢ dowdd faktu 2.1.5 - trzeci przypadek.

Rysunek 2.1: kat srodkowy i wpisany

Whiosek 2.1.7

Weszystkie katy wpisane oparte na tym samym tuku maja te sama miare.

Dowdd. Niech A, B beda koricami tuku, a C' dowolnym punktem tego tuku. Wtedy kat
/ACB jest polows kata srodkowego opartego na tuku AB, wiec nie zalezy od wyboru
C. O



Whiosek 2.1.8

Katy wpisane oparte na tukach o tej samej dtugosci i w tym samym okregu maja
réwng miare.

Pozostawiamy to bez dowodu. Korzysta on z wlasnosci katéw wpisanych i srodkowych
(fakt 2.1.5) oraz przystawania tréjkatow.

Whiosek 2.1.9
Jedli kat wpisany jest oparty na érednicy okregu, to jest prosty.

Dowdd. Niech AB bedzie érednicg okregu o srodku O, a C' punktem na okregu. Wtedy
/ACB = §/AOB = £ - 180° = 90°. O

Teraz mozemy wykorzysta¢ wypracowane powyzej wlasnoéci, aby udowodni¢ kluczowe
twierdzenie, ktore bedzie podstawa duzej liczby rozwiazan. Najpierw wprowadzimy
nastepujace nazewnictwo.

Definicja 2.1.10. Czworokat nazywamy cyklicznym (lub wpisanym w okrag), jesli
wszystkie jego wierzcholki leza na jednym okregu. Okrag ten nazywamy okregiem
opisanym na czworokacie. Zgodnie z sekcja 1.2 oznaczamy go (ABCD) dla czworokata
o wierzchotkach A, B,C, D.

Wiemy, Ze na kazdym trdjkacie mozna opisaé¢ okrag (patrz sekcja 2.3.1). Naturalnym
nastepstwem tego faktu jest wiec pytanie "Kiedy okrag mozna wpisaé w czworokat?". Na
pytanie to odpowiada ponizsze twierdzenie.

~N
Twierdzenie 2.1.11 (Kryterium cykliczno$ci czworokata)

Niech ABC' D bedzie dowolnym czworokatem wypuklym. Wtedy nastepujace trzy
wlasnosci sa ze sobg réwnowazne:

1. ABCD jest cykliczny.

2. LZABC + ZCDA = 180°.

3. ZADB = ZACB. y

Dowdd. Zauwazmy ze wystarczy pokazaé ze dwie pary z tych wlasnoéci sa ze soba
rownowazne, udowodnimy wiec ze réwnowazne sa 1 i 2 oraz 11 3.

(1 = 2) Jesli czworokat ABCD jest wpisany w okrag, to katy ZABC' i ZCDA sa oparte
tukach AD, ale leza po przeciwnych stronach okregu. Oznaczmy $rodek tego okregu jako
0. Z wtasnosci katow srodkowych (fakt 2.1.5) otrzymujemy:

£40¢ oraz ZCDA = 402014.

LABC =

Kluczowe tutaj jest rozréznienie katéow LAOC i ZCOA - sa po réznych stronach prostych
OA i OC, razem tworza kat pelny. tego, korzystajac z powyzszych réownosci, otrzymujemy:

LABC + ZCDA = 180°.



(2 = 1) Zalézmy, ze LZABC + ZCDA = 180°. Niech w bedzie okregiem opisanym na
trojkacie ABC. Chcemy pokazaé¢ D € w. Niech D' # C bedzie przecieciem prostej C'D
z w. Wtedy korzystajac z powyzszego dowodu, mamy

/ABC + ZCD'A = 180°.

Wige ZCDA = ZCD'A. Jednak skoro C, D, D' leza na jednej prostej to otrzymujemy
D=D.

(1 = 3) Jesli ABCD jest cykliczny, to katy ZADB i ZACB sa oparte na tym samym
tuku AB. Zatem z wlasnosci katéw wpisanych (wniosek 2.1.7) mamy:

LADB = LZACB.

(3 = 1) Zalézmy, ze LZADB = ZACB. Niech w bedzie okregiem opisanym na trdjkacie
ABC. Niech D' # A bedzie przecieciem prostej AD z w. Wtedy korzystajac z powyzszego
dowodu, mamy

/AD'B = Z/ACB.

Wiec ZAD'B = ZADB. Jednak skoro A, D, D’ leza na jednej prostej, to otrzymujemy
D=D.
O

Definicja 2.1.12. Trapez to czworokat, ktéry ma co najmniej jedng pare przeciwlegtych
rownolegtych bokow. W szczegblnosci czworokat nazywamy trapezem réwnoramien-
nym wtedy, gdy dokladnie jedna para bokdéw przeciwlegltych jest rownolegla, a druga ma
réwne dhugosci.

Fakt 2.1.13 (Trapez réwnoramienny). W trapezie réwnoramiennym z AB | CD
oraz BC = AD zachodzi
LADC = £ZDCB.

Cwiczenie 2.1.14. Udowodnij, ze trapez jest cykliczny wtedy i tylko wtedy gdy jest on
réwnoramienny.

Powyzsze ¢wiczenie przedstawia czesta konfiguracje, ktora pojawia sie w zadaniach. W
zakonczeniu tej sekcji zajmijmy sie ponizszym kryterium stycznosci prostej do okregu.

Definicja 2.1.15. Méwimy ze prosta k jest styczna do okregu w, gdy przecina ona ten
okrag w dokladnie jednym punkcie.

~

Twierdzenie 2.1.16 (Kryterium stycznosci prostej do okregu)

Niech O bedzie srodkiem okregu w. Niech punkty A, B, C bede dowolnymi punktami
lezacymi na tym okregu oraz niech k bedzie dowolng prosta przechodzaca przez C.
nastepujace trzy wlasnosci sa ze soba rownowazne:

1. Prosta k jest styczna do okregu w.
2. OP 1 k.

3. Z(k,AC) = ZABC.
. J




Przygotuj sie do Olimpiady Matematycznej Juniorow - krok po kroku.
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« Zbior zadan o narastajacej trudnosci — od podstaw do poziomu finatu i
obozu naukowego,

« Wskazowki do wszystkich zadan;

- Petne rozwigzania do wybranych, trudniejszych problemow.

To materiat na co najmniej 30 godzin solidnej pracy, ktora realnie ksztattuje
umiejetnos¢ samodzielnego rozwigzywania zadan olimpijskich.
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